
Lycée Français de Madrid – Bac blanc mars 2009.

Éléments de correction

Exercice 1 5 points
Réservé aux candidats n’ayant pas suivi l’enseignement de spécialité

1. Une solution de z2 + 2z + 4 = 0 dans C est : (c) : 2ei 2π

3

2. Dans le plan complexe, on donne les points A, B et C d’affixes respectives −2+3i, −3− i et 2, 08+1, 98i.
Le triangle ABC est : (b) : rectangle et non isocèle

3. Dans le plan complexe, on donne le point D d’affixe i. L’écriture complexe de la rotation de centre D et

d’angle −π

3
est : (a) : z′ =

(

1

2
− i

√
3

2

)
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2
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1

2
i

4. Dans le plan complexe, on donne le point D d’affixe i. L’écriture complexe de l’homothétie de centre D et
de rapport 3 est : (b) : z′ = 3z − 2i

5. L’ensemble des points M d’affixe z telle que z = 1 + 3eiθ avec θ ∈ [0; 2π[ , est : (d) : le cercle d’équation :
(x − 1)2 + y2 = 9.

Exercice 1 5 points
Réservé aux candidats ayant suivi l’enseignement de spécialité

1. z′ = az + b avec a ∈ C
∗ et b ∈ C, donc cette transformation est bien une similitude directe .

2i
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+

2

5
i

)

+ 1 =

(
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2 i
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5
donc le point A est un point fixe, donc le centre de cette

similitude.
arg(2i) =

π

2
donc l’angle de cette similitude est bien

π

2
.

|2 i| = 2 donc le rapport de cette similitude est bien 2 . PROPOSITION VRAIE.

2. On peut envisager tous les cas possibles pour les valeurs de x modulo 5.
x ≡ 0 1 2 3 4

x2 ≡ 0 1 4 4 1

x2 + x + 3 ≡ 3 0 4 0 3

On trouve un contre-exemple : si x = 3, alors x2 + x + 3 = 15.
15 ≡ 0 (modulo 5) et x n’est pas congru à 1 (modulo 5) donc PROPOSITION FAUSSE.

3. 52 ≡ 25 ≡ 4 (modulo 7)
53 ≡ 20 ≡ −1 (modulo 7)
56 ≡ 1 (modulo 7)
750 = 6 × 125 donc 5750 ≡ (56)125 ≡ 1125 ≡ 1 (modulo 7) donc 5750 − 1 est un multiple de 7 .
PROPOSITION VRAIE.

4. Par soustractions successives, on obtient :
PGCD(3n+4; 4n+3) = PGCD(3n+4; n−1) = PGCD(2n+5; n−1) = PGCD(n+6; n−1) = PGCD(7; n−1).
Or, si n est congru à 1 modulo 7 alors n − 1 est un multiple de 7 donc PGCD(7;n − 1)=7.
PROPOSITION VRAIE.

5. Ecritures complexes des transformations :
s : z 7→ z et sA : z 7→ −z + 2 a.
Donc s ◦ sA : z 7→ −z + 2 a et sA ◦ s : z 7→ −z + 2 a

Donc s ◦ sA = sA ◦ s si et seulement si, pour tout z ∈ C, −z + 2 a = −z + 2 a ⇔
pour tout z ∈ C, −z + 2 a = −z + 2 a ⇔ a = a.
PROPOSITION VRAIE.

Exercice 2 7 points
Commun à tous les candidats

1. (E) ⇐⇒ y′ = −1

2
y, et d ’après le cours on sait que l’ensemble solution est l’ensemble des fonctions fk

définies sur R par fk(x) = ke−
1

2
x où k ∈ R.



2.
2y′ + y = e−

x

2 (x + 1) (E′)

a. Avec f définie sur R par : f(x) = e−
x

2

(

mx2 + px
)

, on a f dérivable sur R et

f ′(x) = −1

2
e−

x

2

(

mx2 + px
)

+ e−
x

2 (2mx + p)

et on a alors pour tout x ∈ R :
2f ′(x) + f(x) = −e−

x

2

(

mx2 + px
)

+ 2e−
x

2 (2mx + p) + e−
x

2

(

mx2 + px
)

= e−
x

2 (4mx + 2p).

En choisissant m =
1

4
et p =

1

2
, f est alors solution de (E′).

b. g est solution de l’équation (E′) si et seulement si pour tout x ∈ R, 2g′(x) + g(x) = e−
x

2 (x + 1)
or d’après la question précédente, pour tout x ∈ R, 2f ′(x) + f(x) = e−

x

2 (x + 1), donc
g est solution de l’équation (E′) ⇐⇒ pour tout x ∈ R, 2g′(x) + g(x) = 2f ′(x) + f(x)

⇐⇒ pour tout x ∈ R, 2 (g′(x) − f ′(x)) + (f(x) − g(x)) = 0

⇐⇒ pour tout x ∈ R, 2 (g − f)
′

(x) + (f − g) (x) = 0
⇐⇒ (g − f) est solution de l’équation (E).

D’après la question 1., on connait les solutions de (E), donc
g est solution de l’équation (E′) ⇐⇒ (g − f) = fk où k ∈ R avec les notations de 1.

⇐⇒ g = f + fk

L’ensemble solution de l’équation (E′) est donc l’ensemble des fonctions gk définies sur R par

gk(x) = e−
x

2

(
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4
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2
x

)

+ ke−
1

2
x où k ∈ R.

3. h(x) =
1

4
e−

x

2

(

x2 + 2x
)

. h est définie et dérivable sur R, et

h′(x) =
1

4

(
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2
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x

2
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)

=
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(

x2 + 2x
)

+ e−
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)
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x

2

(
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.

On sait que pour tout x ∈ R,
1

8
e−

x

2 > 0 donc h′(x) est du signe de
(

−x2 + 2x + 4
)

.

∆ = 20 = (2
√

5)2 ; x1 = 1 −
√

5 et x2 = 1 +
√

5x �1 1�p5 1 +p5 +1f 0(x) � + �f(x)
4. Etude en −∞ :

Par composition de limites :

lim
x→−∞

−x

2
= +∞

lim
X→+∞

eX = +∞







donc lim
x→−∞

e(− x

2
) = +∞

x2 + 2x est un polynôme donc ses limites en l’infini sont les limites de son monôme de plus haut degré
donc lim

x→−∞

(x2 + 2x) = +∞
lim

x→−∞

e(−x

2
) = +∞ et lim

x→−∞

(x2 + 2x) = +∞ donc lim
x→−∞

h(x) = +∞.

Etude en +∞ :
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D’après le rappel de l’énoncé, pour tout entier n strictement positif, lim
x→+∞

ex

xn
= +∞ donc lim

x→+∞

xn

ex
= 0.

Par composition de limites :

lim
x→+∞

x

2
= +∞

lim
X→+∞

X2

eX
= 0











donc lim
x→+∞

(x

2 )2

e
x

2
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lim
x→+∞

x

2
= +∞

lim
X→+∞

X

eX
= 0











donc lim
x→+∞
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2 )

e
x

2
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




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
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
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






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

donc lim
x→+∞

h(x) = 0.

5. a. Soit g la fonction définie sur R par g(x) = e−
x

2 , Γ est la courbe représentative de g, les positions
relatives de C et Γ sont donc données par les signes de h − g.

2



(h − g)(x) =
1

4
e−

x

2

(

x2 + 2x
)

− e−
x

2 =
1

4
e−

x

2

(

x2 + 2x − 4
)

.

On sait que pour tout x ∈ R,
1

4
e−

x

2 > 0 donc (h − g)(x) est du signe de
(

x2 + 2x − 4
)

.

∆ = 20 = (2
√

5)2 ; x1 = −1 +
√

5 et x2 = −1 −
√

5x �1 �1�p5 �1 +p5 +1(h� g)(x) + 0 � 0 +
Donc C est au dessus de Γ pour x ∈]−∞;−1−

√
5[ et pour x ∈]− 1 +

√
5; +∞[, et C est en dessous

de Γ pour x ∈] − 1 −
√

5;−1 +
√

5[
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Exercice 3 3 points
Commun à tous les candidats

PARTIE A

1. D’après les rappels de l’énoncé : g′(0) = g(0) = 1 et d’autre part, par définition du nombre dérivé,

g′(0) = lim
h→0

g(0 + h) − g(0)

h
= lim

h→0

eh − 1

h
donc lim

h→0

eh − 1

h
= 1.

2. D’après la question précédente et les règles opératoires sur les limites, lim
x→0

f(x) =
1

1
= 1

3. f(x) =
x

ex − 1
=

1
ex−1

x

=
1

ex

x
− 1

x

.

On sait que lim
x→+∞

ex

x
= +∞, et que lim

x→+∞

1

x
= 0, donc lim

x→+∞

ex

x
− 1

x
= +∞ et donc lim

x→+∞

f(x) = 0.

PARTIE B

1. On remarque que e
k

n =
(

e
1

n

)k

que donc en notant Sn = 1 + e
1

n + e
2

n + · · ·+ e
n−1

n , Sn est la somme des n

premiers termes de la suite géométrique de premier terme 1 et de raison e
1

n

donc Sn = 1 ×
1 −

(

e
1

n

)n

1 − e
1

n

=
1 − e

1 − e
1

n
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(e − 1)f

(

1

n

)

= (e − 1) ×
1
n

e
1

n − 1
=

1

n
× e − 1

e
1

n − 1
=

1

n
× 1 − e

1 − e
1

n

=
1

n
× Sn = un

donc un = (e − 1)f

(

1

n

)

.

2. Par composition de limites :

lim
n→+∞

1

n
= 0

d’après la PARTIE A, lim
x→0

f(x) = 1







donc lim
n→+∞

f

(

1

n

)

= 1, donc lim
n→+∞

(e − 1)f

(

1

n

)

= (e − 1)

ce qui d’après la question précédente revient à dire que la suite (un) converge vers e − 1.

Exercice 4 5 points
Commun à tous les candidats

1. p2 = P (A2), or (A2∩A1) et (A2∩A1) forment une partition de A2, donc d’après la formule des probabilités
totales, on a p2 = P (A2∩A1)+P (A2∩A1) = PA1

(A2)×P (A1)+P
A1

(A2)×P (A1) = PA1
(A2) = PA1

(A2).
Ainsi, p2 est la probabilité de tirer une boule blanche dans U1.

On a dans l’urne U1, 17 boules blanches, donc p2 =
17

20
= 0, 85.

2. On peut s’aider d’un arbre. Pour obtenir pn+1 il faut considérer les cas où l’on a tiré au rang précédent
une boule blanche :

b

b

An

pn

b An+1

17

20

b An+13

20

b

An

1 − pn

b An+1

1

20

b An+119

20
On a donc pn+1 =

17

20
pn +

1

20
× (1 − pn) =

16

20
pn +

1

20
.

Conclusion pn+1 = 0, 8pn + 0, 05.

3. D’après la formule trouvée p3 = 0, 8p2 + 0, 05 = 0, 8 × 0, 85 + 0, 005 = 0, 68 + 0, 05 = 0, 73.

4. a. Initialisation : p1 = 1 > 0, 25.

Hérédité : supposons qu’il existe un certain rang n0 quelconque tel que pn0
> 0, 25. Démontrons

qu’alors l’inégalité est vraie au rang suivant n0 + 1.

Si pn0
> 0, 25 alors 0, 8pn0

> 0, 2 et ensuite 0, 8pn0
+ 0, 05 > 0, 2 + 0, 05 ou encore pn0+1 > 0, 25.

On a donc montré par récurrence sur n que pour tout naturel n non nul : pn > 0, 25.

b. pn+1 − pn = 0, 8pn + 0, 05 − pn = −0, 2pn + 0, 05.

Or on vient de démontrer que pn > 0, 25 qui entrâıne −0, 2pn < −0, 2 × 0, 25 soit −0, 2pn <

−0, 05 ⇐⇒ −0, 2pn + 0, 05 < 0.

On a donc pour tout n > 1, pn+1 − pn < 0, c’est-à-dire que la suite (pn) est décroissante

c. La suite (pn) est décroissante et minorée par 0, 25 : elle est donc convergente vers un réel ℓ supérieur
ou égal à 0, 25.

d. Les suites (pn) et (pn+1) ayant la même limite ℓ, la relation de récurrence pn+1 = 0, 8pn +0, 05 donne

par passage à la limite ℓ = 0, 8ℓ + 0, 05 ⇐⇒ 0, 2ℓ = 0, 05 ⇐⇒ ℓ =
0, 05

0, 2
= 0, 25.

Conclusion : lim
n→+∞

pn = 0, 25 =
1

4
.

5. a. Pour n > 0, qn+1 = pn+1 − 0, 25 = 0, 8pn + 0, 05 − 0, 25 = 0, 8pn − 0, 2 = 0, 8(pn − 0, 25) = 0, 8qn,
donc (qn) est géométrique de raison 0, 8.

b. (qn) est géométrique de raison 0, 8 ∈]− 1; 1[ donc lim
n→+∞

qn = 0 donc avec la relation pn = qn + 0, 25,

on a lim
n→+∞

pn = 0, 25, ce qui est bien le même résultat qu’en 4.(d).
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