CORRECTION DS N°2

Exercice 1:
On pose z = x +iy et on obtient:
Z=(1+2)(i+2) =(I+x+ip)i+x—iy) = (x* +x+y* = y)+i(l+x - y)
1) Zestréel = Im(Z)=0 < 1+x—y =0 < M point de la droite d’équation y =x +1.
1 1

2) Zimaginaire pur = Re(Z)=0 < x> +x+1y°—-y=0 = (x+%)2+(y—5)2 :E e M

point du cercle de centre | [—% ; %J et de rayon 72 .

Exercice 2:

|
A. Vp=dup—8n+24 = vpy1=dupe1—8in+1)+24 :4[5:1,! +n— 1)—B(rl+
1 1
1l—1=2up+4n—4—8n—8+24 =2uy—4n+12= 5 (dup—Bn+24)= 8 V.

On a donc déemontré que (1;) est une suite géomeétrique de raison 5

La raison étant inférieure a 1, cette suite est décroissante. De plus vp =
dug+ 24 =28.

n n
b. On a immédiatement v,, = vy [E) =28 x [;J =du,—8n+24 —

4un=28(1j +8n-24 - u”=7(lj +2n-6.
2 2

De plus: lim (lj =0 car % <1 et lim 2n—6 =+ donc par somme lim u, = +o

n — +oo n — +oo n — +oo

l n .
c. Onadonc u, = 7Tx (—J + —2n+h6 = Xp + Vp Ol [X,) est la
i) 7 W

“

—_— suite arithmétique
suite géometrique

suite (v,) au facteur 4 pres et la suite [ y,!] est définie par y, = —2n +6,

suite arithmétique de raison —2 et de premier terme 6.
1n

n n n
d. Onen déduit que Z Wi = Z [.rk +jfk] = Z Xp+ E Y-
k=0 k=0

lic_':[l1 k=0

- =f13ht

n 7—7(= 1 n+l1 Ln
Drz,rk=[—23=14[1—(—) =14—?x(— )

n
[D’autre part Z Yr=—6(n+1)+2
k=0

—6n—6+n(n+1)=—6n—6+n*+n=n*—5n—6.

=

nin+1)
(5

n
Finalement S,!=n2—5n+3—?[5) .

Exercice 2 :



1) Attention : P, est la propriété : « u,>0 ET v,> 0 » les deux inégalités étant indiscociables
I’une de I’autre, car on a besoin des 2 comme hypothése de récurrence.

Considérons unrang k= 0 tel que : «uz>0 et vy>0»
Montrons que : « ug+;>0 et v >0»

2u,v u, +

Par hypothése de récurrence, uy v > 0 et uy +v;>0donc u,,, =—>0 et v,,, =—+—%>0.
u, +v, 2

Or u, >0 et v, >0, donc la propriété est vraie au rang 0.

Donc par récurrence u,> 0 et v, >0 pour tout entier .

2) a) simple calcul, avec identité remarquable a repérer...
b) Attention : ici ce n’est pas une récurrence. La redlisation du rang n ne dépend en rien de celle
du rang précédant, ceci grace au carré.

En effet: v —u = v, —un_l)z{ positif car ca’rré
2u,_, +vn_1){p0sitif d'aprés 1)

donc v, —u, =0 pour tout entier .

2 . ’ .
uyv, —u, _u,(v,—u,) {posmf d'apreés ci — dessus
-y = =

n+l n

u
u, +v, u, +v, { positif d 'aprés 1)

donc u,, —u, =0 pour tout entier n, donc (u,) croissante.

u, = v . o
41—V, =——= <0 pour tout entier n donc (v,) décroissante.
2

3) On sait (u,) croissante donc u,,, —u, =0 pour tout entiern ,i.e u,,, 2u, i.e —u,, <-u

n+l no

Le V. —U, SV, —U,.

n+l

a)Orv, , —u, = % donc cqfd.

b) Supposons qu’il existe un entier k tel que : v, —u, < S
. < 1
Montrons que : v,,, —u,,,; < PR
. 1 . \ .

Onsait v,,, —u,,, < E(Vk —u, ) d’aprés a) et par hypothese de récurrencev, —u, < ——
Donc v,,, —u,,, < ! X cqfd

k+l1 k+l = 2 2 .

1

Or Vo — U, :2SF

. 1 .
Donc par récurrence v, —u, < -—— pour tout entier n.
n n 2n—1

4)Onadonc 0<v, —u, < % et lim % =0 donc par encadrement lim (v, —u,) =0.

n—»+002

De plus (u,) croissante et (v,) décroissante, donc ces 2 suites sont adjacentes.
On en déduit que ces suites sont convergentes ET ont la méme limite qu’on note /.



S5t =u, v,y =-.=u,v, =t, POUR TOUT ENTIER n donc la suite (#,) est constante
et ¢, =t, =15 pour tout entier n.

6) Donc lim¢, =15 et limu,v, = limu, x lim v, =/x/ =15 d’ou [ =++/15 OR ces deux suites

n— +oo n — +oo n — +oo n — +oo

sont a termes positifs donc [ =+/15

Exercice 4 :
a) z, = Az, +i=i z, = Az, +i=Ai+i=(A+1)i zy=Az, +i=AA+Di+i=(N + A +1)i

Ak _1 ) : Ak‘*l _1 )
i . Montrons que z,,, =————1.
A-1 A-1

b) Considérons unrang k£ =0 tel que z, =

Ona: z,,, =z, +i
k

= Ax _
A

i+i d’aprés ’HR

(/1k+1_A)+(/1_1)i:Ak+l_ll,
A-1 A-1

0

s . 1. .
Or la propriété est vraie au rang 0 car i =0=z,, donc elle est vraie pour tout n = 0.

4 _ 2N2 _ _
i li:(l') 1,‘:1 li:

2) a = 0.
e Ty I
ntd -n <4 =N __
b) zn+4=l 1i=l ol 1i=l 1i=z” pour tout n=0.
i—1 i—1 i—1
n+k __ n s k _ n o_
3) a)zn+k=/])I lli:/])l/]l li:/L lli:znpourtouthO.
n+k _ n _
by 2=z o A L AT o L (1) =0 2 A=0 ou A —1=0.

! A-1 A-1
Or A #0 donc A =1.



