Remarques concernant le TD 2 a faire sur feuille:

On définit : n ! = 1x2x3....xn

Ainsi par exemple 3 ! = 1x2x3 =6, 5!=1x2x3x4x5=120....
I1'=1, (nt1)!=1x2x3...xnx (ntl)=n!x (nt1)

Correction ds n°3

Exercice 1:

avec u(x) =+/1—x pour tout x D]— 00 ;1]

1) g(x) = \/l—xx -1 _ u(x;:g(O)

1 1
———=X(-1). Donc limg(x) =—-—.
24/1-x o 2

2) f continue sur ]— 00;0 [ 0 ]0;1] comme composée de fonctions continues

Donc lin(} g(x)=u'(0) or u'(x)=

1 . 1
Il suffit donc de prendre m = —5 pour que f'soit continue en 0 car 11I13 f(x)= —5 = £(0)

Ainsi feest continue sur ]— 00 ;1]

Exercice 2 :

Partie I
1
L(E):€=— o xe€=lex=e"’ o=x-e" =0 fx)=0
X
2. (a) fest dérivable sur R et pour tout réel x, /* (x) = 1+e~" . Or pour tout réel x, e~ > 0.

Donc pour tout réel x, f” (x) > 1> 0.

Ainsi la fonction f est strictement croissante surR.

X X

(b)Ona: lim e™™ =+ donc lim —e ™™ = —o0 donc par somme lim x —e ™ = —o0

X —00 X o =00 X =00

lim e =0 donc par somme lim x—e " =+

X — too X — +oo
La fonction f est continue car dérivable et strictement croissante sur R.
lim f(x)=—o0 et lim f(x) =+
X — +oo

Donc d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, il existe un unique réel o tel que f(a ) =0, i.e que (E)
possede une unique solution & sur R.
©°f(1/2)=-0,1 <0
*f(1)=0,6>0

Donc d’apres le théoréme des valeurs intermédiaires vu plus haut, on en déduit: 1/2 £ o <1

(d) Gréce au tableau de variations et sachant d’aprés (¢) @ > 0 on déduit que f est négative sur [0;0’ ]



X - 00 0 a + 00
f
Signe de f(x) - - +
Partie I1
+x X X X X 1
l.g(x)=x < =x o l+x=x(1+e¢') & l+x=x+x¢" = 1 =x¢ o ¢ =—
l+e” X

2.0navuen I-2.(b) que « était I’'unique solution sur R de I’équation f'(x) = 0 qui est équivalente a g (x) =
X.

En conséquence @ est I’'unique solution dans [0,1] de I’équation g (x) = x.

3. La fonction g est dérivable sur [0,1] et pour tout x de [0,1],

/() = 1{1+e*]-(1+x]e* 1+e*-e*—xe* 1-xe* -—e“(x—e %)
gLl= (1+ex)2 B (1+ex)2 T (1+ex)2 (1 +ex)2
Donc pour tout x de [0,1],
—E‘If[.r]
g= (1+e¥)2

Puisque
X

_— =
(1+ex)2
2 “(x) et f(x) sont de signes contraires.

Donc, d’apres I - 2 (d), fétant négative sur [0, @], pour tout x de [0, @], g "(x) 2 0.

Ainsi la fonction g est croissante sur [0, «].

Partie 111

1. Pour tout entier naturel n, notons P, la propriété : « 0 S u, < u,+< @ »
* Initialisation : vérifions la propriété au rang 0.

up=0etu; =g (0)=1/2.0rdapres [-2.(c),

1/2< a.Donc0<ug<u < «.

» Hérédité : soit k eN*. Supposons la propriété P, vraie. Démontrons alors, sous cette hypothése, que Py +
est vraie.
On sait que g est croissante sur [0, @ ].



Or, d’aprés ’hypothese de récurrence, 0 € w4, < u+ £

Donc g (0) < g (ux) < g (up+1) < g (@)

avec g (0) = 1/2; g (ur ) = wi+1; g (g +1) S pmaetg (@) = a

Par conséquent 0 < 1/2 S up+1 S+ < a et Py+jest vraie.

* Conclusion : le principe de récurrence permet de conclure que pout tout entier naturel 7,

Osu,su,+ < «a

2. La suite (u,) est croissante majorée par « . Il en résulte que la suite (u,) est convergente
3. Notons ¢ la limite de la suite (u,). Alors il est clair que lim u,=¢

n — +oo
Puisque pour tout » € N, 0 < u, < «, on obtient par passage a la limite dans cet encadrement: 0 < ¢ < «.
En particulier ¢ < [0,1]
g est continue sur [0;1] donc g est continue au point £ .
Drou lim g (x) =g (9
On en déduit par composition que lim g (u,) = g (4)
n— +oo

Or par définition de la suite (u,), pour tout n €N, g (1) = u, +1 .

Donc lim u,+; = g (4). Par unicité de la limite d’une suite, on en déduit que g (4= ¢ autrement dit ¢ est
n— +oo

une solution dans [0,1] de I’équation g (x)= x.2
Or cette équation admet @ pour unique solution. Donc ¢ = «

4. La calculatrice fournit us = 0,567143 & 10-° prés par défaut (valeur arrondie).

Exercice 3 :

1) Pour tout x LIR, e** >0 donc pas de solutions. b.

2) Pour tout x LIR, ¢ >0 donc b.
3) L’axe des abscisses est asymptote horizontale au voisinage de — o donc c.

2 _ 2 x4 2 2 — AN . .
4)exe’ =e™ o "7 =e” o x?+1=2x grice 4 la stricte croissance de exp. Donc c.

e -1 _e"+l—-("-1)_ 2 _ 2
e’ +1 e’ +1 e +1 1+¢"
6 lim -5~ 2 = |im 22

X — +oo 2ex +1 X - o0

51— donc d.

= — par changement de variable. (On peut aussi mettre e en facteur) d.
2X+1 2

sin(j ) )
7 lim ——2 = i SO L s L e,
0 x X-0 4X 4x-0 X 4

8) f dérivable alors son taux de variation tend vers le nombre dérivé de f'en a quand / tend vers 0 donc a.

9) 9.1 Alors lim —v,=—00 donc par composition lim e =0 et lim u,= 1 donc e.

n— +eo n— +eo n— 4o

9.2 Pour tout entier n, v, <2 donc =v, > =2 etu, =e " +1>e”> +1 donc a.



