Ts 1 et 4. Spécialité mathématiques Jeudi 09 décembre 2009

EVALUATION COMMUNE

Durée : 1h
L’usage de la calculatrice est autorisé. Un soin tout particulier sera apporté a la rédaction.

Baréme indicatif : ex 1 sur 15,5 points, ex 2 sur 4,5 points

Exercice 1 :
On se propose dans cet exercice d’étudier le probléme suivant :
« Les nombres dont l’écriture décimale n’utilise que le seul chiffre 1 peuvent-ils étre premiers? »
Pour tout entier naturel p > 2, on pose N, =1...1 ou 1 apparait p fois.
On rappelle dés lors que N, = 101 + 10P~2 + - - - + 10°.
1. Les nombres Ny = 11, N3 =111, Ny = 1111 sont-ils premiers ?
107 -1

2. Prouver que N, = . Peut-on étre certain que 10”7 — 1 est divisible par 97

3. On se propose de démontrer que si p n’est pas premier, alors N, n’est pas premier.
On rappelle que pour tout nombre réel x et tout entier naturel n non nul,

" —1=(z—1) (" " +2" 7+ - +x+1).
(a) On suppose que p est pair et on pose p = 2¢, ol ¢ est un entier naturel plus grand que 1.
Montrer que N, est divisible par Ny = 11.

(b) On suppose que p est multiple de 3 et on pose p = 3¢, ol ¢ est un entier naturel plus grand
que 1.

Montrer que N, est divisible par N3 = 111.

(¢) On suppose p non premier et on pose p = kq ol k et ¢ sont des entiers naturels plus grands
que 1.

En déduire que N, est divisible par Nj.
4. Enoncer une condition nécessaire pour que N, soit premier.
Cette condition est-elle suffisante ?

Exercice 2 : Pour chacune des questions, quatre propositions sont proposées dont une seule est
exacte. Pour chacune des questions donner, sans justification, la bonne réponse sur votre copie.

Une bonne réponse donne 1,5 point, une mauvaise réponse enleve 0,5 point et [’absence de réponse
est comptée 0 point. Tout total négatif est ramené a zéro.

1. Si un entier naturel n non nul est divisible par 6 et par 21, alors n est divisible par :
(a) 126 (b) 42 (c) 27 (d) 105

2. Si p; et ps sont deux nombres premiers distincts, alors :
(a) p1 + p2 est un nombre premier ;
(b) p1 + pa est un nombre pair;
(c) p1 et p1 + pe admettent 1 pour seul diviseur positif commun ;
(d) 3p; + po est un nombre composé.
3. On pose N = 100!
(a) N est divisible par 333,
(b) L’exposant de 2 dans la décomposition en facteurs premiers de N est 50.
(¢) N et N + 3! ont pour seul diviseur premier commun 3.
)

(d) L’exposant de 5 dans la décomposition en facteurs premiers de N est 20.



Eléments de correction

Exercice 1 :

1. Nj est premier. N5 n’est pas premier car divisible par 3. N, n’est pas premier car 1111 = 11 x101.

2. On sait que pour tout réel & # 1, 1 +x + 22+ + P2 2P~ =

En particulier, en prenant x = 10, on obtient N, =

1 — gl=D+1 P —1

1—=x -1
10p—1_10p—1

10—-1 9

Dot 10°P — 1 =9 x N, avec N, € Nx. Donc 107 — 1 est divisible par 9. (Ou : N, étant naturel
107 — 1 est divisible par 9).

3. Notons [1] I'égalité suivante : 2" — 1= (z — 1) (1 + 2+ -+ 2" 2 + 2" 1).

(a)

2q _ q_
Avec N, = Ny, = 10 5 L 1009 ! Or d’apres [1] avec x = 100 et n = ¢, on a :
1007 — 1 = (100 — 1) (1 + 100 + - - - 4+ 10092 + 1007~1) =
99 x (14100 + - -+ 100772 4+ 1007 1).
Par conséquent N, =11 x (14100 + - -- 4+ 10072 4+ 1007~ ') est divisible par 11.
Autre méthode : Noy = (1 +10) + (10> + 10%) + - - - + (10271 + 10%) = (1 + 10) + 10*(1 +
10) 4+ -+ +10%71(1 4+ 10) = 11 x (1 4+ 10? 4 - - - + 10*~1) qui montre que Ny, est divisible
par 11.

10 —1 10007 — 1

Np = N3g = 9
Or d’apreés [1] avec z =1000 et n =g, on a :

10007 —1=(1000—1)(1+z+ - +27 24271 =

I9x 111 x (14+x+--+ 2772277,

Par conséquent N, = 111 x (1 4+ x4 -+ + 272 + 2971) est divisible par 111.

Autre méthode : On peut faire des paquets de trois termes qui sont multiples de 111

100 —1  (10k)7 — 1
Or en appliquant [1] avec x = 10k et n = ¢, on a :
(10k)1 —1=(10k = 1) (1 +x + - + 272 + 2771).

10k — 1) (1 q—2 q—1
Ainsin:(O N e e ):

9
10k —1
5 l+z+- 4292 +27H =Ny x (1 +a+- -+ 297242971,

Or (1+z+---+292+27") est un entier naturel non nul. Finalement N, est divisible
par Ng.

4. Sipn’est pas premier, alors NV, n’est pas premier (car N, est divisible par NV}, avec 1 < N < N,).
La contraposée de cette implication est : Si IV, est premier, alors p est premier. Autrement dit,
pour que N, soit premier, il faut que p soit premier.

Cette condition n’est pas suffisante, car 3 est premier, mais N3 ne l'est pas.

Ce probléme traitait des nombres appelés rep-unit. Pour plus d’information sur ces nombres dans les
sites internet :

NOMBRES - Curiosités - Théorie - Usages, un site di & Gérard Villemin.

http ://villemin.gerard.free.fr/ Wwwgvmm /Formes/RepUnit.htm#N111111

The Prime Pages - Prime numbers research, records and ressources, by Chris Caldwell.

http ://primes.utm.edu/glossary /xpage/Repunit.html

Exercice 2 :

1. réponse (b) 2. réponse (c) 3. réponse (a)



