CORRECTION BAC BLANC TS 2010
(Enseignement obligatoire)

Exercice 1 :

Question 1 :

a. Faux

Contre-exemple : z=—1. Alors |l + Z| =0 et donc |1 + Z| <.

b. Vrai
Cette égalité exprime que le point M d’affixe z est a égale distance des points O (0) et A (1) ; ce qui signifie que M

1 1
est sur la médiatrice A du segment [OA] d’équation x = E , et donc que Re( 2 ) :E

Autre méthode : Soit M d’affixe z=x+iy avec xet y réels. Alors I’égalité |Z|=|Z—l| est équivalente a

1 1
|Z|2 =|z— z,cequi est aussi équivalent a : x° + z(x—l)2+y2 <:>—2x+1=0<:>x=§ <:>Re(z)=§

Question 2 :

a. Faux
En écrivant a et b sous forme exponentielle, on obtient :

a=1—i=\/—(£—l£] J2e £ et b=1+i3= 2(—+1§)=2 ’%

D’ou le produit : ab = 2\/561E )

b. Faux
Le point A d’affixe @ n’est pas I'image du point B d’affixe b par une rotation de centre O car les 2 complexes a
et b n’ont pas le méme module.

Question 3 :
a. Vrai

A T S —l+i£ =l+i£=ei5.
3 2 2 2 2
b. Vrai

Pour tout 96[0;27[[, Z(@)=l+679=1+e_i9 ZZ(—Q).

c. Vrai

0 0 0 0

*ig . —i— i— i— Z
Pour tout 96[0;271'[, Z(Q)e 2 =(1+el9)e 2=e 2+e? ZZCOS(gj et donc Z(@)e 2 est un réel.

d. Vrai
L’ensemble des points M d’affixe Z (9 ) est le cercle de centre A d’affixe 1 et de rayon 1.
En effet, M d’affixe Z appartient au cercle de centre A d’affixe 1 et de rayon 1 équivaut 8 AM =1, ¢’est-a-dire
a: |Z —1| =1, ce qui signifie qu’il existe un réel & dans [0,27[[tel que:Z—-1=eoutel que: Z =1+¢"

Question 4 :

a. Vrai

z

+z
N symétrique de M par rapporta A signifie que z, = N

M b b : — _
, Cest-a-dire que z, =2z, —z,,.

Dou: zy =2(1+i)—(1+im)=2+2i-1-im=1+i(2-m)



b. Vrai
Les affixes de W et de JT/[ sont égales a : 1+i(m—l).

Exercice 2 :
Partie A : Restitution organisée des connaissances :
Question de cours : une démonstration est donnée dans le livre § 4.2 p 384

Partie B :

1.

On transforme I'équation de S : x” +y*+ z >~ 4x + 2y — 2z + 3 =0, en utilisant les formes canoniques.
On obtient : ¥’ + y>+z = dx+2y —2z+3=(x -2y -4+ @+ 1)’ —1+@Ez— 1y -1 +3.

Donc I'équation de S est aussi (x — 2)* + (y + 1)* + (z — 1)* = 3.

Ce qui indique que S est une sphere de centre Q (2 ;—1; 1) et de rayon \/5 .

Les coordonnées de I vérifient 1'équation de S puisque : (1 — 1)+ 17+ (— 1)* = 3. Cela signifie que I est sur §
Par contre, les coordonnées de A ne vérifient pas I'équation de S puisque (5 —2)* + (3 + 1)* + (1 — 1)> =25 # 3.
On en déduit que A n'appartient pas a S.

N
Ona QI(-1;1;-1).Ce vecteur étant normal & P, une équation de Pestdutype: x—y+z+d=0.
Comme I est sur P, les coordonnées de I doivent vérifier cette équation, autrement dit 1 + d= 0 soitd=— 1.
Une équationde P est:x—y+z—1 =0.

Un rayon de S est perpendiculaire au plan Penun pointI de S : P est donc le plan tangenta Sen L.

a. Puisque Q est parall¢le a P, une équation de Q estdutypex —y +z+d=0.
Comme B € O, on obtient 1 + 1 +d=0soitd =—2.
Une équation de Q estdoncx—y+z—2=0.

b. La distance de Q au plan Q est, d'apres la Partie A, égale a :
2+1+1*2:L:bﬁ<\/§
NEZ+12+12 43 3 '

La distance de Q a S étant strictement inférieur au rayon de S, le plan Q est sécant a S.

¢. On sait que l'intersection du plan Q et de la spheére S est un cercle de centre J projection orthogonale de
sur Q.

On cherche donc JN ou N est un point quelconque du cercle d’intersection. Le triangle {2 JN est alors rectangle
en J.

Or N étant un point quelconque de ce cercle, alors QN = rayon de la sphere = \ﬁ .
De plus QJ = distance de Q au plan Q = 2—25 .

Le triangle QNJ est rectangle en J. Le théoréme de Pythagore permet donc d'écrire que :
ON’=QJF + N
4.5

Par conséquent JN* =3 — 373

Le cercle section de la sphére S par le plan Q a donc pour rayon \E = @ .

N
a. Un vecteur normalde Rest n' (1;1;1)

— —
P et R ont donc des vecteurs normaux QI (1;—1;1)et n' quine sont pas colinéaires car les coordonnées
ne sont pas proportionnelles. P et R ne sont donc pas paralléles : ils sont donc sécants suivant une droite (d )

b. Un point situé sur (d) a des coordonnées (x ; y ; z) vérifiant les équations de P et R, autrement dit vérifiant le

. {x—y-i—z—l:O id . fi ion d .{x=3_Z
systeme | +y+z=5 »cequidonneen exprimant x et y en fonction de z . p=2
En posant z=1¢, tparamétre réel, on obtient un systéme d'équations paramétriques de (d) sous la forme :
x=3—t¢
{y =2 te R.
z=1

Remarque: cette droite est située dans le plan d'équation y = 2, plan parallele au plan de base (x O z).



9
6. a. Un vecteur directeur de (d) est par exemple u ( —1;0; 1)

%
Un vecteur normal de Qest n (1;—1; 1).
- -
Onremarqueque u *n=—1+1=0
- -

les vecteurs u et n sont donc orthogonaux : on en déduit que le droite (d) et le plan Q sont paralléles et ne sont
donc pas sécants.

b. M étant un point quelconque de (d), ses coordonnées sont de la forme (3 —¢; 2, ¢) et la distance de Ma Q
3-t-2+:-2 _ 1 3

est donc \/3 \/3 3

Pour tout M de (d), la distance de M a Q est indépendante de M et vaut 13E .

Exercice 3 :

i e

H P
M
B
N
(0]
a 1

Si a =0, la tangente (TM) a (C) en M est confondue avec (Oy) . Dans ce cas, 1’aire de BNP est nulle.
Par la suite, on considérera a # 0.

e Equations des tangentes et ordonnées des points B et N :
En utilisant la formule permettant de déterminer 1’équation d’une tangente a une courbe, on obtient :

Ja
Une équation de la tangente (7},) a (C) au point M d’abscisse a# 0 est : y =—=X+——, ce qui implique
q g M Y 5 \/— )
a

Ja)

quel’ona: N| 0;
2

D’ou en considérant que a =1, on obtient une équation de la tangente (T )21 (C ) au point A d’abscisse 1 qui est

= — —, CE quil 1mplique que 1'on a : .
y 5 > q phique q 2



e Coordonnées du point P, intersection des tangentes :

1 1 1  Ja

X+t—=—=x+—
272 2Ja 2

La résolution du systéme nous donne comme unique solution [\/ a;

JE+1
5 .

= —Xx+—
Y=o

Ja+1
|

Donc on obtient P (\/2;

e Aire du triangle BNP
H étant le projeté orthogonal de P sur (BN ) ou sur (Oy) , l’aire est donnée par la formule :

_ BNxHP | [HP] étant la hauteur relative a la base[BN] dans BNP.
2

S

v
je)

car comme a<1,ona:

1-Va
> | Ja—a

S

N | —

Va
2
Ja

On en déduit que : S = =
2 4

Jr-x

4

e [Etude des variations de la fonction f définie sur [0,1] par f(x) =

f n’est pas dérivable en 0 et est dérivable sur 10 ;1] .
1

Pour tout réel xE]O;l],ona: f'(x)zz(ﬁ—ljzﬁ(l—Z\/;).

Pour tout réel X € ]0;1] ,ona: 8x > 0. Donc le signe de f'(x) est celui de (l - 2\/;) .

1 1 1 1
f'(x)=0& Jx = 5 S x= 7 et f'(x)<0< Jx > 5 < x> 7 car la fonction carré est strictement

croissante sur [0; +OO[ .

D’ol le tableau des variations de f suivant :

o |K|=—

ACIRN +

@ | % T~

Conclusion : L’aire du triangle BNP est maximale pour a = Z et cette aire est égale a E (en unités d’aire).



Exercice 4 :

1oa flo=1-Fe' ¥
doncpourtoutxde[0;+oo[,onaf’(x):—2xe17"2—x2><(—2x)elf"
——xe! ¥ 4 x2xxel Y
=2xe' Y (- 1+
=2 (x*—1e'” 2 qui est bien l'expression donnée dans I'énoncé.

2

Le sens de variation de f sur [0 ; + o[ est donné par le signe de sa dérivée.

— %2 . g r .
Or pour tout x de [0 ; + o[, 2x = 0, e' ™ * > 0. Par conséquent f ' (x) est du signe de x> — 1 c'est a dire négative
sur [0 ; 1] et positive sur [1 ; + oo].

On peut donc conclure que f'est strictement décroissante sur [0 ; 1] ( puisque sa dérivée ne s'annule qu'en des
valeurs isolées 0 et 1 sur cet intervalle) et strictement décroissante sur [ 1 ; + oo .

. o _e2_ e
b.  Pour tout x réel donc pour tout x positif, ona:e' ™ * =—
e
2
et par conséquent £ (x) =1 —x* xS=1-exis
x2 ¥2 -
e e
2
. 2 2 . X . X
Comme [im x =+ oo0,enposant X=x",ona [im == lim —<x.
X —> +oo x> toe¥ X >+tw e
& X
Mais on sait ( résultats de cours ) que lim S-=+ocodonc [lim - =0.
X >+ X > +to€
x* x*
Par conséquent [im —— =0dou [lim ex—3 =0etenfin /lim f(x)=1.
x =+ X —> +oo e~ X >+

On peut dresser un tableau de variations résumant les résultats des questions précédentes et tenant compte

de l0O)=1letf(1)=0

X 0 1 + o0
Signe de f'(x)

0 — 0 +
Variations de f* | 1 1

2. a. Sur l'intervalle [0 ; 1], la fonction f est continue comme somme, produit et composée de fonctions continues
( fonctions polyndmes et exponentielle): elle est donc elle-méme continue. De plus d'aprées I'étude précédente, elle
est strictement décroissante. On peut donc lui appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires a savoir :

Quel que soit le nombre réel k dans f( [0 ; 1]), l'équation f(x) = k a une unique solution dans [0 ; 1].

Oricif([0;1])=[0; 1] et pour n > 2 ,%appartient af0;1]donca f([0; 1])
Autrement dit 1'équation f{x) = % a une unique solution qu'on appellera u, dans [0 ; 1] et méme

dans ]0; 1] puisque%i 0 (doncf(u, )=+ 0 soitu,# 1), et%i 1 (qui donnera u, # 0).

En raisonnant de la méme facon sur [1 ; + oo [ intervalle sur lequel f'est continue et strictement croissante :
puisque f ([1;+ o[ )=][0; 1] alors, comme% e [ 0; 1[, I'équation £ (x) =% a également une unique solution
appelée v, appartenanta [ 1 ;+ o[ etmémea]l;+ oo

En résumé sur [ 0 ; + oo [, pour n > 2, I'équation f{x) :% a deux solutions distinctes ( puisque dans des intervalles

disjoints) , 'une u, appartenanta ]0; 1[ (donca[0; 1]) et l'autre v, appartenanta ]1;+ oo (donca[l;+ co[)



b. Ci-dessous la représentation graphique demandée :

I /]
________ 0 T —
T T

4 : r\gl\ /I | 1[
I | ¥4 I 1 |
i i =i \ 5 i i 1

0 | | - [ |
%05)5‘.% .1 KK15X -2 -25 >

U2 U3 U4 V4 V3 2 V2 .

c¢. Pour déterminer le sens de variation de la suite (u,), nous allons comparer, pour toutn > 2, u, et u, .
1

n+l’

Par définition de la suite (#, ), on a u, et u,, dans l'intervalle [0 ; 1], avec f(u,) :% et f(u,+1) =

Or %>n _}_ 1 donc f(u,)>f(u,+1)

Mais sur [0 ; 1], f est strictement décroissante donc 2 nombres et leurs images sont classés en ordre contraire.
Pour tout n > 2, l'inégalité f(u,)>f (4, +1) implique donc u, <u, . ce qui signifie que la suite (u,), n > 2, est
une suite croissante.

En raisonnant de la méme fagon puisque v, et v, +; sont dans [ 1 ; + oo[, intervalle ou f'est strictement croissante

et puisque /' (v,) =% et f(vo+1)= anl’ l'inégalité f'(v,) >f(v,+1) vadonner v,>v, ., ce qui indique que la

suite (v,), n > 2, est une suite décroissante.
C'est bien ce que laissait conjecturer la représentation graphique précédente.

d. La suite (u,) est une suite croissante, et comme pour toutn > 2,4, € [ 0; 1], on au, < 1 ce qui prouve que la
suite (u,) est majorée.

Or on sait que toute suite croissante et majorée est une suite convergente.

La suite (u,) est donc bien convergente.

Soit £ sa limite. Puisque pour tout #>2, u, € [0; 1],onadonc ¢ € [0;1]

De plus, on a f{u,) =% . Or Iim 1_ 0.

n—>+ton

Et [lim u,= ¢ donc gnz f(u,) =f(C £ ) car festcontinuesur[0; 1]doncen ¢ quiestdans[0;1].

n— to
Onadonc f(£ )=0c¢etdonc £ estsolution sur [0; 1] de l'équation f{x) = 0. Or I'étude de f faite a la question
1. montre que, dans cet intervalle, cette équation a une unique solution qui est 1. Donc £ =1 et par conséquent,
la suite (u,) converge vers 1.



