
Ts 1 et 4. Spé
ialité mathématiques Jeudi 06 mai 2010EVALUATION COMMUNE - Éléments de 
orre
tion Durée : 1hPartie A : Question de 
ours (Fran
e, juin 2006)1. Théorème de Bézout : Deux entiers relatifs x et y sont premiers entre eux si et seulement s'ilexiste deux entiers u et v tels que ux+ vy = 1.Théorème de Gauss : Soient trois entiers relatifs a, b et c. Si a divise bc et si a et b sontpremiers entre eux, alors a divise c.2. Démontrons le théorème de Gauss :On suppose que a et b sont premiers entre eux et que a divise bc.Comme a et b sont premiers entre eux, d'après le théorème de Bézout, il existe u et v relatifstels que ua+ vb = 1.Alors : uac+ vbc = c. Comme a divise bc, il existe k relatif tel que bc = ka.On en déduit : uac+kav = c don
 a(uc+kv) = c. uc+kv est un entier relatif (somme et produitde relatifs) don
 a divise c.Partie B : (Nouvelle Calédonie, Dé
embre 2007)1. (a) On a 62 = 36 ≡ 3 mod 11, don
 (62)
5
≡ 35 mod 11 ou en
ore 610 ≡ 1 mod 11 
ar

35 = 243 = 11× 22 + 1.Le reste de la division eu
lidienne de 610 par 11 est don
 1.(b) 62 ≡ 1 mod 5, don
 64 ≡ 1 mod 5.Le reste de la division eu
lidienne de 64 par 5 est 1.(
) On a vu que 610 ≡ 1 [11], don
 (610)
4
≡ 14 = 1 [11]. De même 64 ≡ 1 mod 5, don


(64)
10

= 640 ≡ 110 = 1 mod 5 ; don
 640 ≡ 1 [5].(d) Les questions pré
édentes montrent que 640 − 1 est un multiple de 11 et de 5, don
 de
11× 5 = 55 qui sont premiers entre eux.2. Dans 
ette question x et y désignent des entiers relatifs.(a) 65 et 40 sont multiples de 5, don
 65x− 40y l'est aussi, alors que 1 ne l'est pas.Con
lusion : l'équation 65x− 40y = 1 n'a pas de solution dans Z× Z.(b) 17 et 40 sont premiers entre eux. D'après le théorème de Bézout, il existe don
 au moinsun 
ouple (u ; v) tel que 17u− 40v = 1.(
) On a

40 = 17× 2 + 6 (1)
17 = 6× 2 + 5 (2)
6 = 5× 1 + 1. (3)D'où

1 = 6− 5 (4)
1 = 6− (17− 2× 6) = −17 + 3× 6 (5)
1 = −17 + 3(40− 2× 17) = 3× 40− 7× 17. (6)La dernière égalité peut s'é
rire 17 × (−7) − 40 × (−3) = 1, qui montre que le 
ouple

(−7 ; −3) est solution de l'équation (E ′).



(d) On a le système {

17x− 40y = 1
17× (−7)− 40× (−4) = 1

⇒ par di�éren
e)
17(x+ 7)− 40(y + 4) = 0 ⇐⇒ 17(x+ 7) = 40(y + 4) (7).Or on a vu que 17 et 40 sont premiers entre eux : d'après le théorème de Gauss 40 divise
17(x+ 7) et est premier ave
 17, il divise don
 x+ 7. Il existe don
 k ∈ Z tel que x+ 7 =
40k ⇐⇒ x = −7 + 40k.En reportant dans (7) et en simpli�ant par 40, on obtient 17k = y+4 ⇐⇒ y = −4+17k.Les solutions de (E ′) sont don
 tous les 
ouples (−7 + 40k ; −4 + 17k) ave
 k ∈ Z.Soit un 
ouple (x ; y) solution de (E ′). Si x ∈ N et x < 40, alors 0 < −7 + 40k < 40 ⇐⇒

7 < 40k < 47 ⇒ 0 < k < 2.Il y a une seule solution k = 1 qui donne x0 = 33.E�e
tivement : 17× 33 = 561 = 40× 14 + 1.3. a17 ≡ b [55] ⇒ (a17)
33

≡ b33 [55] ⇐⇒ a17×33
≡ b33 [55].D'après la question pré
édente 17 × 33 − 1 = 40 × 14, don
 a17×33 = a40×14+1 [55] ⇐⇒

a40×14
× a ≡ b33 [55].Or a40 ≡ 1 [55] ⇒ a40×14

≡ 1 [55].Con
lusion : a ≡ b33 [55]


