Ts 1 et 4. Spécialité mathématiques Jeudi 06 mai 2010

EVALUATION COMMUNE - Eléments de correction
Durée : 1h

Partie A : Question de cours (France, juin 2006)

1. Théoréme de Bézout : Deux entiers relatifs x et y sont premiers entre eux si et seulement s’il
existe deux entiers u et v tels que uzx + vy = 1.

Théoréme de Gauss : Soient trois entiers relatifs a, b et ¢. Si a divise bc et si a et b sont
premiers entre eux, alors a divise c.

2. Démontrons le théoréme de Gauss :
On suppose que a et b sont premiers entre eux et que a divise be.
Comme a et b sont premiers entre eux, d’aprés le théoréme de Bézout, il existe u et v relatifs
tels que ua + vb = 1.
Alors : uac + vbe = c¢. Comme a divise be, il existe k relatif tel que be = ka.
On en déduit : uac+kav = ¢ donc a(uc+kv) = c. uc+ kv est un entier relatif (somme et produit
de relatifs) donc a divise c.

Partie B : (Nouvelle Calédonie, Décembre 2007)

1. (a) Ona62=36=3 mod 11, donc (62)° =3° mod 11 ou encore 61 =1  mod 11 car
3 =243 =11 x 22 + 1.
Le reste de la division euclidienne de 6'° par 11 est donc 1.
(b) 62=1 mod 5, donc 6* =1 mod 5.
Le reste de la division euclidienne de 6* par 5 est 1.
(c) On a vu que 61 = 1 [11], donc (6°)* = 1* =1 [11]. De méme 6* = 1 mod 5, donc
(69" =6%0=10=1 mod 5; donc 6 =1 [5].
(d) Les questions précédentes montrent que 6% — 1 est un multiple de 11 et de 5, donc de
11 x 5 = 55 qui sont premiers entre eux.
2. Dans cette question x et y désignent des entiers relatifs.
(a) 65 et 40 sont multiples de 5, donc 652 — 40y 1'est aussi, alors que 1 ne l'est pas.
Conclusion : ’équation 65x — 40y = 1 n’a pas de solution dans Z x Z.

(b) 17 et 40 sont premiers entre eux. D’aprés le théoréme de Bézout, il existe donc au moins
un couple (u ; v) tel que 17u — 40v = 1.

(c) On a
0=17x2+6 (1)
17=6x2+5 (2)
6=5x1+1. (3)

D’ou
1=6-5 (4)
1 =6—(17—-2%6)=—17+3x6 (5)
1=—-17+340—-2x17)=3x40—7 x 17. (6)

La derniére égalité peut s’écrire 17 x (=7) — 40 x (—3) = 1, qui montre que le couple
(=7 ; —3) est solution de I’équation (E').



17x — 40y =1
17x (=7)—40x (=3) = 1
17(x+7)—40(y+3)=0 < 17(x+7) =40y +3) (7).

Or on a vu que 17 et 40 sont premiers entre eux : d’aprés le théoreme de Gauss 40 divise
17(x + 7) et est premier avec 17, il divise donc x + 7. Il existe donc k € Z tel que z + 7 =
A0k <= z = -7+ 40k.

En reportant dans (7) et en simplifiant par 40, on obtient 17k = y+3 <— y = -3+ 17k.
Les solutions de (E’) sont donc tous les couples (—7 4 40k ; —3 + 17k) avec k € Z.

Soit un couple (z ; y) solution de (E’). Si x € N et x < 40, alors 0 < =7 + 40k < 40 <=
7T<40k<47T=0< k<2
Il y a une seule solution k£ = 1 qui donne xy = 33.
Effectivement : 17 x 33 = 561 =40 x 14 + 1.
3.a7=b [55]= ()P =0 [55] = aTB =13 [55].
D’aprés la question précédente 17 x 33 — 1 = 40 x 14, donc a!™33 = g0+l [55] «—
1014 5 g = 13 [55),
Ora®=1 [55]= '™ =1 [55]
Conclusion : a = b*  [55]

(d) On a le systéme { = par différence)



